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Abstract
There are uncountably many continued fractions of formal power series with bounded se-
quence of partial quotients, most of them are transcendental, but it is not very easy to give
examples. This paper creates many families of such examples in an interesting way using the
continued fractions of algebraic series with bounded partial quotients (none such are known and
presumably do not exist for real numbers), given by Baum-Sweet, Mills-Robbins, Lasjaunias
[continued fractions for certain algebraic formal power series over a ﬁnite ﬁeld, Proceedings
of the Sixth International Conference on Finite Fields and Applications, Oaxaca, Mexico, May
2001, Springer, Berlin, pp. 220–228], and recent many families by Thakur [J. Number Theory 59
(1996) 248–261; J. Number Theory 66 (1997) 129–147; J. Number Theory 79 (1999) 284–291].
© 2005 Elsevier Inc. All rights reserved.
1. Introduction
Khintchine a conjecturé [7–9] que si x est un nombre réel algébrique de degré > 2
alors x admet un développement en fractions continues dont la suite des quotients par-
tiels est non bornée. Il est à noter que la réponse à cette conjecture est loin d’être abord-
able, pour cela on se contente de construire des algorithmes qui donnent naissance à des
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fractions continues transcendantes c’est à dire l’approximation d’une fraction continue
transcendante par des fractions continues ﬁnies (rationnelle)(voir [5,11,16]) ou par des
fractions continues périodiques (quadratiques) (voir [3,6,12,14,15]).
Plus de choses sont connues dans le cas des séries formelles sur un corps ﬁni Kp de
caractéristique p qui sont algébriques sur Kp(X). En 1976, Baum et Sweet ont donné
dans [4] le premier exemple d’une série formelle algébrique de degré 3 sur K2(X) dont
les quotients partiels ne prennent qu’un nombre ﬁni de valeurs ainsi que des exemples
dont les quotients partiels prennent une inﬁnité de valeurs. Ce travail a été poursuivi
par Mills et Robbins [13] qui ont donné un exemple de série formelle algébrique sur
Kp(X) dont le développement en fractions continues est donné explicitement.
L’objectif de ce travail est de construire à partir d’une série formelle algébrique de
degré 2 une famille de fractions continues transcendantes sur Kp(X).
2. Corps des séries formelles
Soient Kp un corps de caractéristique p0 et Kp((X−1)) l’ensemble des séries
formelles
Kp((X
−1)) =
⎧⎨
⎩f = ∑
nn0
fnX
−n : fn ∈ Kp, n0 ∈ Z
⎫⎬
⎭ .
Soit f = ∑nn0 fnX−n. On appelle partie entière de f et on la note par [f ] le
polynôme qui vaut f0 + f−1X + · · · + fn0X−n0 si n00 et vaut 0 si non. On note par
{f } = f − [f ] la partie fractionnaire de f et (f ) = n0 si f = 0 et (0) = +∞. On
déﬁnit sur Kp((X−1)) une valeur absolue non archimedienne notée par: |.| = exp−(.).
Soient Mp = {f ∈ Kp((X−1))/|f | < 1} et T la transformation déﬁnie de Mp dans lui
même par
T : f → 1
f
−
[
1
f
]
.
Alors pour tout f ∈ Mp, on a
f = 1
a1 + 1
a2 + · · ·
= [0; a1, a2, . . .]
où les ai sont des polynômes de degré 1, déﬁnis pour tout entier positif n
an =
[
1
T n−1(f )
]
.
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Alors pour f ∈ Kp((X−1)), soit a0 = [f ], on a
f = a0 + 1
a1 + 1
a2 + · · ·
= [a0; a1, a2, . . .].
Cette nouvelle écriture de f est dite développement en fraction continue de f , la
suite (ai)i0 est dite la suite des quotients partiels de f et si la suite (deg ai)i0
est bornée, alors on dit que f admet un développement en fraction continue borné.
On déﬁnit maintenant les deux suites de polynômes Pn et Qn par P0 = a0, Q0 = 1,
P1 = a0a1 + 1, Q1 = a1 et que pour tout n2,
Pn = anPn−1 + Pn−2, Qn = anQn−1 + Qn−2.
On remarque que
QnPn−1 − Qn−1Pn = (−1)n
et que
Pn
Qn
= [a0; . . . , an].
On dit que le quotient Pn
Qn
est le n−ie`me convergent de f . Si f est une série formelle
algébrique de polynôme minimal mYm + m−1Ym−1 + · · · + 0 avec i ∈ Kp[X], on
pose H(f ) = max
0 im
|i | et (f ) = m.
Un polynôme  ∈ Kp[X][Y ] est dit réduit, si (Y ) = AmYm+Am−1Ym−1+· · ·+A0,
avec Ai ∈ Kp[X] et degAm−1 > degAi , pour tout i = m − 1. Une série formelle
algébrique f ∈ Kp((X−1)) est dite réduite, si son polynôme minimal est réduit et
[f ] = 0.
Pour plus d’informations sur les séries formelles et la théorie des fractions continues
voir [1,3,4].
3. Enoncé des résultats
Théorème 1. Soient f et g deux séries formelles algébriques distinctes de degrés
respectifs d et m ayant les mêmes s-premiers termes de leurs suites de quotients partiels,
soit s la somme des degrés de ces termes. Si |f | > 1 et g est réduite alors
2sm logH(f ) + d log |g| + md log |(g)|.
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Théorème 2. Soient g une série formelle algébrique irrationnelle telle que |g| > 1 et
f = [B1, B2, . . . , Bi, . . .] où les Bi sont des blocs ﬁnis de quotients partiels dont les
ni-premiers termes sont ceux du développement en fraction continue de g. On note par
di (resp., i) la somme des degrés des termes de Bi (resp., la somme des degrés des
ni-premiers termes de Bi). Si
lim inf
s→+∞
s−1∑
j=1
dj
s
= 0,
alors f est transcendante ou quadratique.
Lemme 1. Soit f une série formelle algébrique de degré d et dont le développement
en fraction continue f = [a1, a2, . . . , at , h] où a1, . . . , at ∈ Kp[X], h ∈ Kp((X−1)).
Si |f |1 et |h| > 1 alors h est algébrique de degré d et
H(h)H(f )
∣∣∣∣∣
t∏
i=1
ai
∣∣∣∣∣
d−2
.
Preuve. On commence d’abord par le cas particulier où f = + 1/h, avec  ∈ Kp[X]
et |h| > 1. On a ||1, donc |f | = ||. Si Adf d + · · · + A0 = 0, écrivant
hd
(
Ad
(
 + 1
h
)d
+ · · · + A0
)
= 0
on obtient
Bdh
d + · · · + B0 = 0
où
Bd−k =
d∑
j=k
(
j
k
)
Aj
j−k.
La majoration est donc claire pour les Bd−k , avec k2. Mais Bd−1 max(|Ad‖|d−1,
H(f )|f |d−2). Or puisque Adf d + · · · + A0 = 0, on a |Adf d | = |Ad−1f d−1 + · · · +
A0|H(f )|f |d−1, donc |Ad‖|d−1H(f )|f |d−2 et
|Bd−1|H(f )|f |d−2.
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Enﬁn, Bd = Add + · · · + A0, et comme Adf d + · · · + A0 = 0, on a donc
Bd = Ad(d − f d) + · · · + A1( − f )
d’où |Bd | = max
1 jd
(|Aj‖f |j−1)H(f )|f |d−2 comme ci-dessus. Donc H(h)H(f )
||d−2. Maintenant si f = [a1, a2, . . . , at , h], pour i ∈ {1, . . . , t} on pose fi =
[ai, ai+1, . . . , at , h], alors tout les fi sont encore algébriques et de même degré
d’algébricité que f ce qui donne par itération et d’après le cas particulier le
résultat.
Il est à noter que dans le cas particulier d = 2, elle redonne immédiatement la
périodicité ultime du développement en fraction continue d’un élément quadratique
lorsque le corps de base Kp est ﬁni (il n’y a qu’un nombre ﬁni de restes). 
Lemme 2. Soit f une série formelle algébrique de degré d et P son polynôme minimal.
On note par f1, . . . , fd−1 les conjuguées de f dans la clôture algébrique de Kp((X−1)).
Alors f est réduite si et seulement si |f | > 1, et |fi | < 1, ∀k = 1, . . . , d − 1.
Preuve. Suppoosons que f est réduite et P(Y ) = AdYd + · · · + A0, où Ai ∈ Kp[X],
∀i = 0, . . . , d, en faisant dans P le changement de variable Y = Z, où  = −Ad−1
Ad
,
on obtient
−1
Ad−1d−1
P(Z) = Zd−1(Z − 1) + L(Z),
où L(Z) est un polynôme dont chaque coefﬁcient est de valeur absolue strictement
inférieure à 1, et il résulte du lemme de Hensel [2] que le polynôme P(Y ) admet une
unique racine dans Kp((X−1)) de la forme f = z, avec |z − 1| < 1. Mais de plus,
pour un tel z, on a |z| = 1, et comme les coefﬁcients de L sont de valeur absolue
strictement inférieure à 1 , on a |z−1| = |L(z)| < 1 . Donc P a un unique zéros f = z
tel que |f − | < 1, c’est-à-dire [f ] = []. Les autres racines zi du polynôme P(Z)
dans la clôture algébrique de Kp((X−1)) satisfont |zi | < 1, et donc les conjugués
fi = zi de f satisfont |fi | < ||, ce qui implique que |fi | < 1 car si 1 |fi | < ||,
on aurait pour 0k < d − 1, |Ad‖fi |d < |Ad−1‖fi |d−1, donc |P(fi)| = |Ad−1‖fi |d−1,
contrairement au fait que P(fi) = 0.
Inversement, si un polynôme P(Y ) admet dans la clôture algébrique de Kp((X−1))
un zéros simple f tel que |f | > 1, et si les autres fi de P sont simples et vériﬁent
|fi | < 1, alors f est réduite, puisqu’on peut supposer P unitaire, et qu’alors ses
coéfﬁcients sont les polynômes symétriques en les f , fi . 
Lemme 3. Soient f et g deux séries formelles distinctes algébriques de degrés respec-
tifs d et m. Si g est réduite alors
|f − g| 1
H(f )m|g|d−2|(g)|max(m−1,m(d−m+2)−1) .
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Preuve. Soient g1 = g, g2, . . . , gm les conjugués de g. Comme g est de degré m sur
Kp(X), alors:
(g)kgm+ki = Am−1,kgm−1i + Am−2,kgm−2i + · · · + A0,k
où 1 im, k ∈ N et Ai,k ∈ Kp[X]. Ce qui donne que pour tout i ∈ {1, . . . , m}
(g)max(0,d−m+1)P (gi) = Bm−1gm−1i + Bm−2gm−2i + · · · + B0, Bj ∈ Kp[X].
P étant le polynôme minimal de f . Par suite
(g)max(0,m(d−m+1))
m∏
i=1
P(gi) =
m∏
i=1
(Bm−1gm−1i + Bm−2gm−2i + · · · + B0).
Comme
m∏
i=1
P(gi) est symétrique danx Kp[X][g1, g2, . . . , gm], alors il existe un
polynôme T à m variables à coéfﬁcients dans Kp[X] tel que
m∏
i=1
(Bm−1gm−1i + Bm−2gm−2i + · · · + B0) = T (1, 2, . . . , m),
où
i =
∑
1k1<k2<···<kim
gk1gk2 . . . gki =
Qi
(g)
; 1 im et Qi ∈ Kp[X].
Ce qui donne que (g)max(0,m(d−m+1))
m∏
i=1
P(gi)(g)m−1 ∈ K[X] et par conséquent
∣∣∣∣∣
m∏
i=1
P(gi)
∣∣∣∣∣  1|(g)|max(m−1,m(d−m+2)−1) .
Comme g est réduite, d’après le Lemme 2, pour i = 1, |gi | < 1 donc |P(gi)| < H(f ),
d’ou
|P(g)| 1|(g)|max(m−1,m(d−m+2)−1)H(f )m−1 .
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Si P(Y ) = AdYd + · · · + A0; Ai ∈ Kp[X], alors |Adf d | = |Ad−1f d−1 + · · · + A0| et
|Adf d−1|H(f )|f |d−2. D’ou
|P(g)| = |P(f ) − P(g)|H(f )|g|d−2|f − g|;
et par suite
|f − g|  P(g)
H(f )|g|d−2
 1
H(f )m|g|d−2|(g)|max(m−1,m(d−m+2)−1) . 
Lemme 4. Soit f = [a1, a2, . . . , ai, . . .] ∈ Kp((X−1)) algébrique. Alors il existe une
série formelle réduite g telle que f = [a1, a2, . . . , at , g].
Preuve. Il sufﬁt de prendre g = Qn−1f−Pn−1
Qnf−Pn , où
Pn
Qn
est la suite des convergents de f ;
on a |g| > 1 et pour les conjugués, |gi | < 1 dès que n est sufﬁsamment grand. 
Démonstration du Théorème 1. Soit f = [b0, . . . , bs−1, . . .] et PkQk le k−ieme conver-
gent de f . Comme f et g ont les mêmes s-premiers termes de leurs développements
en fraction continue alors |f − g| 1|Qs−1|2 , ce qui donne d’après le Lemme 3
|Qs−1|2H(f )m|g|d−2|(g)|max(m−1,m(d−m+2)−1),
or deg(Qs−1) =
s−1∑
j=1
deg(bj ) = s − logq |g|, par suite
2s − 2 deg(g)m log(H(f )) + (d − 2)deg(g) + md log |(g)|
d’ou le résultat. 
Démonstration du Théorème 2. Si f = [B1, B2, . . .] est algébrique non-quadratique
on note par fi = [Bi, Bi+1, . . .].
Première étape: On suppose que g est réduite, on montre en premier temps qu’il
existe i0 ∈ N telque pour tout i i0 fi = g, en effet s’il existe i, j deux entier distincts
(i < j) tels que fi = fj = g alors
g = [Bi, Bi+1, . . . , Bj−1, Bj , . . .]
= [Bi, Bi+1, . . . , Bj−1, g]
= [Bi, Bi+1, . . . , Bj−1],
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alors g est quadratique et par suite f aussi, ce qui contredit notre supposition donc
d’après le Théorème 1, pour tout i i0
2im log H(fi) + d deg(g) + md log |(g)|
ce qui donne d’après le Lemme 1, pour tout i i0
2im
⎛
⎝log H(f ) + (d − 2) i−1∑
j=1
dj
⎞
⎠+ md log |(g)|
ce ci contredit le fait que
lim inf
s→+∞
s−1∑
j=1
dj
s
= 0.
Deuxième étape: Soit maintenant g algébrique quelconque, d’après le Lemme 4
g = [a1, . . . , at , h] où h est réduite. Si f = [B1, B2, . . . , Bi, . . .] avecBi = a1, . . . , at ,
b1, . . . , bni−tAi alors f peut s’écrire, f = [a1, . . . , at , C1, . . . , Ci, . . .], avec Ci =
b1, . . . , bni−t , Ai, a1, . . . , at et il est clair que la somme des degrés de Ci est égal à
di ; les (ni − t)-premiers termes de Ci sont ceux de h et dont la somme des degrés est
(i − ) où  =
t∑
j=1
deg(aj ). Donc il est clair que
lim
s→+∞
i−1∑
j=1
dj
i −  = 0,
la première étape permet alors de conclure. 
Remarque. (1) Il est à noter que si g est algébrique de degré 3 et sous l’hypothèse
du Théorème 2 la série formelle f est transcendante.
(2) En fait dans le Théorème 2, on peut choisir les blocs Bi de la fraction continue
f de façon que les ni premiers termes soient ceux des développements en fractions
continues d’un nombre ﬁni de séries formelles algébriques (gj ).
3.1. Applications
(1) Exemple où g est algébrique de degré 4 sur K3(X): Il est demontré dans [13]
que la série formelle g ∈ K3((X−1)) (K3 est un corps ﬁni à 3 éléments) vériﬁant
l’équation algébrique
(X2 + 2X)g4 − (X(X2 + 2X) + 2X + 2)g3 + g − (X + 2) = 0
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admet le développement en fraction continue g = [H0, H1, H2, . . .] où
H0 = X, 2X + 2, X + 1
et pour tout n1,
Hn = X,X, . . . , X︸ ︷︷ ︸
(3n+2)f ois
, X + ε, 2X + ε, 2X, 2X, . . . , 2X︸ ︷︷ ︸
(3n+2)f ois
, 2X + ε,X + ε
avec ε = 2 si n est impair et ε = 1 si n est pair.
Soit f = [B1, B2, . . .] où Bk = H0, H1, . . . , Hk2 . Vu que la longueur |Hk| du bloc
Hk est égale à 2.3k alors |Bk| = 3k2+1, ce qui donne que
lim
s→+∞
s−1∑
k=1
|Bk|
|Bs | = lims→+∞
s−1∑
k=1
3k2−s2 = 0
et par suite d’après le Théorème 2 et la remarque précédente f est transcendante.
(2) Exemple où q est quadratique sur Kp(X): Soient a, b deux polynômes distincts
non constants et
g = [a¯], f = [ a︸︷︷︸
11f ois
, b, a, a, a, a︸ ︷︷ ︸
22f ois
, b, . . . , b, a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
kkf ois
, b, a, . . .].
Un calcul simple montre que lim
s→+∞
s−1∑
k=1
(kk+1)
s2
= 0 et par suite le Théorème 2 permet
de conclure que f est transcendante sur Kp(X).
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